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Metode racunanja odredenog
integrala. Nepravi integral

Supstitucija u odredenom integralu

Kao i kod neodredenog integrala i pri racunanju odredenog integrala Cesto se ko-
risti tehnika supstitucije integracijske varijable. Pritom moZemo upotrijebiti jednu od
sljedece dvije metode:

(1) izvrSimo zamjenu integracijske varijable i racunamo neodredeni integral - nakon
S$to nademo primitivnu funkciju vra¢amo se na staru varijablu; ovaj postupak ne
zahtijeva promjenu granica integracije

(2) integracijsku varijablu mijenjamo direktno u odredenom integralu - ovaj postu-
pak podrazumijeva i odgovarajuéu promjenu granica integracije.

Pri radu s ovom tehnikom posredno koristimo sljedeci rezultat:
Za neprekidnu funkciju f na intervalu [a,b) i diferencijabilnu funkciju ¢ : [0, B] —
R takvu da je ¢' neprekidna i (o) = a, ¢(B) = b vrijedi

b B
| rwas= [ s o'war

Primjer 1

Koristeéi obje metode supstitucije izratunajte foz 2x(x% +1)3dx.

Rjesenje:

1. nacin: Najprije raCunamo neodredeni integral koristeci supstitucijsku varijablu,
a potom vra¢amo izvornu varijablu i raCunamo dredeni integral. Supstitucija koju ¢emo
ovdje koristiti je t = x*> + 1, iz ega slijedi da je df = 2xdx. Sada moZemo zamijeniti
sve podintegralne elemente supstitucijskom varijablom:

4 2 1y
/2x(x2+1)3dx=/t3dt: tz = w,
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2. nacin: Osim podintegralnih elemenata, supstituirat éemo i granice integracije.
Supstitucija = x> + 1 odgovara i na pitanje koje su (u terminima varijable ) nove
granice integracije: za donju granicu imamox =0=t=1,azagornjux=2=1¢=35,
pa integral postaje

2
/2x(x2+1)3dx:/ Pdr = (&
0 1

Napomena:

l4 54 ]4

Vazno je uoditi pogodnu supstituciju i pritom paziti da je veza izmedu pocetne i
supstitucijske varijable jednoznacna.

Primjer 2

Izraunajte odredeni integral [ 14 mdx

Rjesenje:

Uvodimo supstituciju 1 +2x = ¢, odakle slijedi x = ’ZT’I, S$to nakon diferenciranja
daje dx =tdt.

Ako pokusamo izraziti supstitucijsku varijablu ¢ preko pocetne integracijske var-
ijable x, nai¢i éemo na poteskoée. Naime, iz veze 1 +2x = ¢ nije moguée jednoz-
nacno izraCunati supstitucijsku vezu, jer imamo dvije moguénosti: t = /14 2x ili

—+/1+2x. Oba ova izbora su dobra, ali se nuzno trebamo odluciti za samo jedan i
s njime potom nastaviti raun. Neka je veza dana st = /14 2x.

1. nacin: za donju granicu integracije imamo x = 1 = ¢ = /3, a za gornju x = 4 =
t=3,paje

4 x 3 ,,1 342
[z = L5
1 1+2x

3
- %(‘3 s = 1(3 37§+\/§):3.

2. nacin: ra¢unamo najprije neodredeni integral

x ?—1 1.3
——dx= | ——dt == (= —t
/ V1+2x 2 2( 3 )
a potom se vratamo na pocetnu integracijsku varijablu x: t = /1 4+ 2x, pa je kon-
acno

4 x 1 \/1—|—2x
dx = VT2
I s e S

Sto bi se dogodilo da smo za vezu izmedu x i 7 uzeli r = —/T +2x? Racunajmo
po prvom naéinu: za donju granicu integracije imamo x = 1 =t = —/3, a za gornju
x =4 =t = —3, pa je (obratite paZnju na predznak — u podintegralnoj funkciji!)

4 -3 lz;l.tdt 3 2_1 2_1
/ g = / = / ! _/ i
1 V14+2x -3 i
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Posebno su vazne supstitucije kod kojih funkcijska veza izmedu pocetne i supstitu-
cijske varijable nije ocita, kao u sljede¢em primjeru.

Primjer 3
1

Izratunajte ff 2 V1 — x2dx i geometrijski interpretirajte rezultat.

Rjesenje:

Uvodimo tipi¢nu supstituciju za ovakve integrale: x = sint, odakle slijedi v'1 — x% =
V1 —sin’r = Vcos2t = |cost|, a dx = costdr. Da bismo imali jednoznatnu vezu
izmedu x i ¢, moramo odabrati smo jedan dio domene sinusne funkcije, i to takav da
se postizu sve vrijednosti iz skupa vrijednosti [—1,1]. Uzmimo ¢ € [-7,7]. Kako u
tom podrucju kosinus poprima samo pozitivne vrijednosti, moZemo maknuti znak ap-
solutne vrijednosti, pa je v/1 —x? = cost. Dalje, granice integracije sada nije teSko
f)drediti: za donju granicu imamo x = 7% =t=—%,azagomjux= % =>t= %, pa
je

) i
/ s V1 —x%dx = / cost - costdt =

n

-7 3

1
5= 540

1 1 z
= (5t+gsin20)[® 57+3V3+6).

Sto se geometrijske interpretacije rezultata tice, broj i(Sﬂ? +3v/346) ~ 1.121 odgo-
vara povrsini dijela gornje polukruZnice sa srediStem u ishodistu i radijusom 1 — to je

V2 1

dio omeden pravcima x = — 3= ix = 5:

-1 1
N 2
Primjer 4

Izratunajte [,"%\/e* — 1dx.

Rjesenje:

Uvodimo supstituciju ¢* — 1 = r%. Sada je ¢*dx = 2tdt, pa iz ¢ = > + 1 slijedi
dx = 2_dr. Ako uzmemo t = v/e*— 1, onda za donju granicu integracije imamo

241
x=0=r=0,azagomjux=I[n2=t=1,paje
oo !
tr5——dt = 2| ———dt=
/o 2 +1 /o 12 +1

1 1
2/0 (1— m)dt = 2(r —arctant)|) =2 —

ST

Zadatak 1 Metodom supstitucije rijesite sljedece odredene integrale:

(1) f) (x+3)"0dx



2) J?, xvV/8—x2dx
3) [

@) [y VA2 4 3dx

(5) J5(2=3x%) (x> —2x 4 1)%dx

1 x2
(6) ffl mdx
(7) fo (¢ = 1)*e"dx
(8) Jf =prdx

&) fl ﬁdx

(10) [%x T V2+ 3 cos? xsin2xdx.

Parcijalna integracija u odredenom integralu

Kao i kod neodredenog integrala, i kod raunanja odredenog integrala moZemo koristiti
tehniku parcijalne integracije, tj. formulu

b b
/ udv = (uv) |’ —/ vdu.
a a

Pritom je vaZno primijetiti da se u ovako skraéenoj formuli nigdje eksplicitno ne pise
integracijska varijabla x, ali da se granice integracije a i b odnose upravo na nju.
Primjer 5
/e
Xiooin (3 _x

IzraCunajte [ z ordx.

Rjesenje:

Parcijalno integriramo na sljede¢i nacin: gi‘fQ‘X =dv=>v=—cotx,u=x=dx=du,
paje

/4
z l z
/3 T = (—xcotx)|3 +/3 cotxdx =
x Tz

ﬁ +/73r Cf)Sxdx
3 T sinx
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Uvodimo supstituciju sinx = ¢, odakle je cosxdx = dt, pa je
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Sada imamo

I ox T V3 7 3
=2 T oy
/l sinzxx 3 3 —|—4—|—n\/;

I

Primjer 6 Izracunajte fol arctanxdx i geometrijski interpretirajte rezultat.

RjeSenje: Parcijalno integriramo tako da uzmemo u = arctanx = du = 5 +lx2 dx,
dv = dx = v =x paimamo

1 1
X
/ arctanxdx = (x-arctanx)| — / ——dx=
0 o 1+x

L |
= arctanl — / ——dx,
o 1+x?

gdje dobiveni integral rjeSavamo supstitucijom 1+ x> =t = 2xdx = dt = xdx = %dt
(granice integracije: x =0=1¢=1,x =1 =t = 2). Dobivamo

/‘ tannd T 1 (%dt
arctanxdx = ——— — =
0 4 2 )1 t
T 1
= Z*g(ln\tbl%:
1
- g—i(an—lnl):
o In2
T4 27

Rezultat (koji pribliZno iznosi 0.439) odgovara povrsini lika odozgo omedenog grafom
funkcije f(x) = arctanx, odozdo s x—osi, slijeva pravcem x = 0, a zdesna pravcem
x=1:

Zadatak 2
Primjenom parcijalne integracije izracunajte sljedece odredene integrale:

(1) fin? xe*dx
() fog (x+3)sinxdx

3) & In(1+x)dx.



Nepravi integral

Cesto se u zadacima pojavljuju integrali funkcija koje se ne mogu evaluirati u nekoj
od rubnih tocaka ili u nekoj od unutrasnjih to¢aka intervala integracije. U tom slucaju
koristimo sljedeéu definiciju:

Ako se neka od granica integracije nalaze u beskonacnosti definiramo (uz uvjet
da svaki od sljedecih limesa postoji i konacan je):

(1) [ f(x)dx = limp_oo [ f(x)dx
Q) [P f(x)dx =1lim, .« [ f(x)dx
(3) [ f(x)dx =1imy e [© f(xX)dx +Timp_.. [7 f(x)dx.

Ako unutar integracijskog intervala [a,b] funkcija f ima prekid u to¢ki ¢ ili u
toj tocki nije definirana, onda definiramo (uz uvjet da sljedeci limes postoji i
konacan je):

b €] b
/ F0dx= lim / Fdet tim [ fx)d.

g—c—0 &—ct+0.Jg,

Primjer 7
IzraCunajte [|” % i geometrijski interpretirajte rezultat.
Rjesenje:
Koristimo gornju definiciju i raunamo
* dx b dx

lim [ — = lim (Inx)|} =
1 X b—e J1 X bh—sc0

= limlnb—1Inl=limInb = oo.

— 00 —00

Rezultat govori da lik odozgo omeden grafom funkcije f(x) = i odozdo s x—osi te
slijeva pravcem x = 1 ima beskonacnu povrsinu:




Primjer 8
Izralunajte [,

; +fc2 i geometrijski interpretirajte rezultat.

/"" dx _/0 dx+/°°dx_
e 122 e 1+x2  Jo 1427

lim /0 dx +lim /b dx
= 1 1 —_—
a——oJg 14+x2 by 14+x2

= lim (arctanx)| —i-l}im (arctanx)|3 =
oo oo

Rjesenje:

= lim (—arctana) +blim (arctand) =

a— —oo
T T
= _(_E) + E =T.

Rezultat integracije, dakle broj m, odgovara povrSini otvorenog podrucja omedenog

odozgo grafom funkcije f(x) = ﬁ, a odozdo s x—osi:

1

Napomena: Sli¢no kao gore pokusajte rijesiti [ ff;‘z. Ako nacrtate sliku podin-

tegralne funkcije, izgleda (zbog njene neparnosti) kao da ovaj nepravi integral postoji i
jednak je nuli. Medutim, rjeSavanje po principu gornjeg primjera vodi nas na zbroj dva
limesa, od kojih je prvi —oo, a drugi o, §to znaci da ovaj nepravi integral ne postoji.

Pogledajmo sto se dogada kada podintegralna funkcija ima prekid unutar integraci-
jskog podrucja:

Primjer 9
dx

Izratunajte [} ~ T
—

Rjesenje:
Ocito je da podintegralna nije definirana u tocki x = 2, pa je

lim /SILJr lim /4L:
£—2-0J1 m &—2+0 /¢, m

= . 3?70(33/@) 7 +£zgr51+o(3€/E) =

= i Va8 lim (692-3Y/8-2) =

= 3+V2.
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Primjer 10

IzraCunajte [ xe *dx.

Rjesenje:

Koristimo tehniku parcijalne integracije: x = u = dx = du, dv = e *dx = v =
Jefdx=—e"*, paje

/xefxdx = (—xefx)\ff—l-/ e Fdx =
0 0
= fim (2 Jim (e =

—b
—  lim — —+ lim b L0 = (I'H) =
hiweb+biw( +e’) = (L'H)

-1
hggo(ebH_

Zadatak 3 IzraCunajte sljedee neprave integrale:

M /. (;’); .

(2 f1
(3) fo e tdx
(4) fl dx

(x— 1

) [0, xe'dx
©) 7l
QN oy
® Jy i

Q) [ -4

xln“x

10) [} (+= 3+ Inx)dx.





